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Дәрiс 4. Голоморфты функциялар. Функцияның нүктеде голо-
морфтылығының қажеттi шарттары. Функцияның нүктеде голо-
морфтылығының жеткiлiктi шарттары

1 Голоморфты функциялар

Комплекс анализ мағынасында функцияның дифференциалданатындары
нақты анализ мағынасындағы дифференциалданатындардан елеулi айырма-
шылығы бар. Мысалға, барлық жерде үзiлiссiз,бiрақ нақты анализде еш жер-
де туындысы болмайтын функциялар, бiршама шебер түрде құрастырыла-
ды. Осымен қатар, комплекс анализде мұндай функциялар жиiрек кездеседi.
Бұған қарамастан, комплекс және нақты анализдердегi дифференциалдану-
дың сөзбе анықтамалары сәйкес келедi.Мұнан былай функцияның анықталу
облыстарын ашық жиын деп санаймыз, яғни бiз функцияның тек iшкi нүкте-
лерiндегi қасиеттерiн ғана зерттеймiз. Комплекс айнымалы функциялардың
шекаралық мәндерi қалай зерттелетiнiн КАФТ-тың алдағы дәрiстерiнде та-
нысуға болады.

f функциясының z0 нүктесiндегi туындысы деп

lim
z→z0

f(z)− f (z0)

z − z0
шегi аталады. z0 – f функциясының Df анықталу облысының iшкi нүктесi.
Туынды әдеттегiдей қалыпты f ′(z0) арқылы белгiленедi.

Бұл туындының ерекшелiгiн байқау үшiн бiзге белгiлi нақты айнымалыға
тәуелдi функцияның нүктедегi шегiмен салыстырамыз:(

lim
z→z0

f(z)− f (z0)

z − z0
= f ′(z0)

)
def
=(

∀ε > 0∃δ > 0 : ∀z ∈ Df ∩ {|z − z0| < δ} ⇒
∣∣∣∣f(z)− f (z0)

z − z0
− f ′ (z0)

∣∣∣∣ < ε

)
.

Жеткiлiктi аз δ үшiн соңғы кiрiстiрудiң геометриялы мағынасы мынадай:

z0 z

z

δ
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Дөңгелектiң iшiнде z нүктесi z0-ге әртүрлi бағытта ұмтылуы мүмкiн, әрi
шек (туынды) ұмтылу бағытына тәуелдi болмау керек. Басқаша айтқан-
да,шектер барлық бағыттарда бар, және олар өзара тең.(

lim
x→x0

f(x)− f (x0)

x− x0
= f ′(x0)

)
def
=(

∀ε > 0∃δ > 0 : ∀x ∈ Df ∩ {|x− x0| < δ} ⇒
∣∣∣∣f(x)− f (x0)

x− x0
− f ′(z0)

∣∣∣∣ < ε

)
.

Жеткiлiктi аз δ үшiн соңғы кiрiстiрудiң геометриялық мағынасы келесiде:

x0 xx0 + δx0 − δ

интервалдың iшiңде x нүктесi x0-ге тек 2 бағытта ғана ұмтыла алады (оң
жағынан және сол жағынан), және де сол жақты шек оң жақты шекпен
сәйкес келу керек.

Демек, комплекс жазықтығындағы шек жағдайында шектердiң әртүрлi
бағытта сәйкес келу талаптары осьтегiден әлдеқайда көп. Сондықтан, әрине,
комплекс анализ мағынасында туындының бар болуы осьтегi түсiнiктi фак-
тiден өте сирек кездесетiн жайт.

Шынында да, бiр қарағанда, ең қарапайым болып көрiнетiн f(z) = z̄ фун-
циясының өзi де комплекс анализ мағынасында туындысы жоқ. Бұған көз
жеткiзу үшiн, рет-ретiмен есептейiк:

1. өсiмше ∆z = ∆x+ i∆y

2. өсiмше ∆f = ∆x− i∆y

3. z нүктесi z0-ге көлденең бағытта ұмтылғанда ∆x−i∆y
∆x+i∆y қатынасының шегiн

аламыз. Бұл жағдайда, ∆y = 0, сондықтан шек 1 тең.

4. z нүктесi z0-ге тiгiнен ұмтылғанда ∆x−i∆y
∆x+i∆y қатынасының шегiн табуымыз

керек. Бұл жағдайда ∆x = 0, сондықтан, шек (−1) тең.

Туындысы бар болған жағдайда, шектерi бiрдей бола беретiн едi. Бiрақ бiздiң
жағдайда шектерi әртүрлi болып шықты. Кейбiреулерiнде, өте қарапайым
функцияның еш жерде туындысының болмауы, қанағатсыз сезiмiн туғызды.
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Бiрақ f(z) = z̄ барлық жерде үзiлiссiз, себебi оның нақты және жорамал
бөлiктерi сондай болғандықтан.

3-тұжырым. Дәрежелiк қатар қосындысының жинақтылық дөңгеле-
гiнiң барлық нүктелерiнде туындылары бар, ягни ең болмаганда, Тейлор қа-
тарына локалды жiктелетiн функииялар дифференииалданатын болады.

Дәлелi. |z − z0| < R болғанда
∑∞

n=0 cn (z − z0)
n дәрежелiк қатары f(z)-

ке жинақталсын. Жалпылықты кемiтпей, z0 = 0 деп санауға болады. Егер
ρ < R болса, онда {cnzn} тiзбегi |z| < ρ болғанда шектелген, бiр K санымен
дейiк. |z| < ρu|z + h| < ρ деп есептегенде айырымды дәрежелiк қатар

f(z + h)− f(z)

h
− g(z) =

∞∑
n=0

cn

{
(z + h)n − zn

h
− nzn−1

}

түрiнде жазайық, мұндағы g(z) =
∞∑
n=0

ncn (z − z0)
n−1 және z0 = 0. Жақша-

ның iшiндегi өрнек былай бағаланады∣∣∣∣(z + h)n − zn

h
− nzn−1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣n(n− 1)

1 · 2
zn−2h+ · · ·+ hn−1

∣∣∣∣ ≤
≤ n(n− 1)

2
|z|n−2|h| + · · · + |h|n−1 =

|z + h|n − |z|n

h
− n|z|n−1

бұдан айырым модулiн бағалаймыз∣∣∣∣f(z + h)− f(z)

h
− g(z)

∣∣∣∣ ≤ K

∞∑
n=1

1

ρn

{
||z|+ |h||n − |z|n

|h|
− n|z|n−1

}
=

= K

{
1

|h|

(
ρ

ρ− |z| − |h|
− ρ

ρ− |z|

)
− ρ

(ρ− |z|)2

}
=

Kρ|h|
(ρ− |z| − |h|)(ρ− |h|)2

h нөлге ұмтылғанда, соңғы теңсiздiктiң оң жағындағы өрнегi де нөлге ұм-

тылады. Демек, lim
h→0

f(z + h)− f(z)

h
= g(z) шектiк тендеуiн аламыз, бұдан

дәрежелiк қатар қосындының туындысы бар екенi шығады.
Қорытындылай келе, нүктеде голоморфты функция деп, нүктеде комплекс

анализ мағынасында туындысы бар функцияны айтатынымызды ескертейiк.
Сонымен, z̄ жазықтықтың ешбiр нүктесiнде голоморфты болмайды, ал дәре-
желiк қатар қосындысы жинақтылық дөңгелегiнде голоморфты функцияны
бередi.
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2 Функцияның нүктеде голоморфты болуының қажеттi шарттары

Нүктеде голоморфты функцияларды голоморфты еместерден қалай ажырата
аламыз? f(z) функциясы Df анықталу облысының z0 iшкi нүктесiнде голо-
морфты болсын. Бұл,

lim
f(z)− f (z0)

z − z0
егер z − z0 = |z − z0| eiφ және |z − z0| → 0

шектерi φ бұрышынан тәуелсiз екенiн бiлдiредi. Көрсетiлген шектердi φ = 0

және φ =
π

2
үшiн салыстырайық.

φ = 0 ⇒ f ′ (z0) = lim

(
∆u

∆x
+ i

∆v

∆x

)
=

∂u

∂x

∣∣∣∣
x0,y0

+ i
∂v

∂x

∣∣∣∣
x0,y0

φ =
π

2
⇒ f ′ (z0) = lim

(
∆u

i∆y
+ i

∆v

i∆y

)
= − i

∂u

∂y

∣∣∣∣
x0,y0

+
∂v

∂y

∣∣∣∣
x0,y0

мұндағы u = Re f және v = Im f . Бұдан, алғашқы функцияның нақты және
жорамал бөлiктерiнiң дербес туындылары өзара тәуелдi екенi шығады, яғни

∂u

∂x

∣∣∣∣
x0,y0

=
∂v

∂y

∣∣∣∣
x0,y0

∂u

∂y

∣∣∣∣
x0,y0

= − ∂v

∂x

∣∣∣∣
x0,y0

Бұл шарттарды кейбiр әдебиеттерде Коши-Риман шарттары деп атайды.
Басқа деректерде Даламбер-Эйлер шарттары деп атайды. Егер келтiрiлген
шарттардың ең болмағанда бiреуi орындалмаса, функция нүктеде голоморф-
ты болмайды. Сонымен, Коши-Риман шарттары функцияның нүктеде голо-
морфтылығының қажеттi шарттары болып табылады. Шынында да, φ көп
мән қабылдайтындықтан, қажеттi шарттардың саны шексiз. Мұның ғажап-
тылығы, Коши-Риман шарттары жеткiлiктi дерлiк. Яғни бiр-бiрiнен айырма-
шылығы π

2 -ге тең екi φ бұрыштары үшiн қажеттi шарттарды жазу жеткiлiктi.

3 Функцияның нүктедегi голоморфты болуының жеткiлiктi шар-
ттары

Коши-Риман қатынастары функцияның нүктедегi голоморфтылығының қа-
жеттi шарттары болып табылады. Бiрақ олар жеткiлiктi емес. Шынында да,
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f(z) =
√

|xy| функциясы үшiн z0 = 0 нүктесiнде Коши-Риман шарттары
орындалады, дегенмен функция бұл нүктеде дифференциалданбайды, себебi,

2f(z) =
√
|z2 − z̄2|. Бұған көз жеткiзу үшiн

f(z)

z
=

√
|xy|

x+iy қатынасын қарас-
тыру керек, мұнда x = αr, y = βr и устремим r кнулю шарттарын қоямыз.
Нәтижесiнде шек α, β-ға тәуелдi, бұл туындының бар болуына қарама-қарсы.
Келтiрiлген мысалда f(z) функциясының нақты бөлiгiнiң дербес туынды-
лары z = 0 нүктесiнде үзiлiссiз болмайды. Осындай нақты және жорамал
бөлiктердiң дербес туындыларының кемiстiктерiн жойған кезде Коши-Риман
шарттары функцияның голоморфтылығымен қамтамасыз етедi.

5-теорема. Жорамал және нақты бөлiктерiнiң барлық төрт бiрiншi
реттi дербес туындылары (x0, y0) нүктесiнiң аймагында бар деп ұйгарай-
ық. Онда Коши-Риман қатынасы алгашқы функцияның z0 = x0 + iy0 нүк-
тесiндегi голоморфты болуының қажеттi және жеткiлiктi шарттарын
құрайды.

Теорема шартынан, жорамал бөлiгi екi айнымалының функциясы ретiнде
(x0, y0) нүктесiнде дифференциалданатын функция болатыны шығады. Олай
болса, жорамал бөлiктiң (x0, y0) аймағындағы өсiмшесi мына түрде жазыла-
ды

∆u(x, y) =
∂u

∂x

∣∣∣∣
0

∆x+
∂u

∂y

∣∣∣∣
0

∆y + ō
(√

∆x2 +∆y2
)
.

Ұқсас тәсiлмен

∆v(x, y) =
∂v

∂x

∣∣∣∣
0

∆x+
∂v

∂y

∣∣∣∣
0

∆y + ō
(√

∆x2 +∆y2
)

қатынасын аламыз.

∆f = ∆u+ i∆v =

(
∂u

∂x

∣∣∣∣
0

+ i
∂v

∂x

∣∣∣∣
0

)
∆x+

+

(
∂u

∂y

∣∣∣∣
0

+ i
∂v

∂y

∣∣∣∣
0

)
∆y + ō

(√
∆x2 +∆y2

)
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болғандықтан. Бұдан, Коши-Риман қатынасын ескерсек,

∆f =

(
∂u

∂x

∣∣∣∣
0

+ i
∂v

∂x

∣∣∣∣
0

)
∆x+

(
− ∂v

∂x

∣∣∣∣
0

+ i
∂u

∂x

∣∣∣∣
0

)
∆y + ō

(√
∆x2 +∆y2

)
=

=

(
∂u

∂x

∣∣∣∣
0

+ i
∂v

∂x

∣∣∣∣
0

)
(∆x+ i∆y) + ō

(√
∆x2 +∆y2

)
=

=

(
∂u

∂x

∣∣∣∣
0

+ i
∂v

∂x

∣∣∣∣
0

)
(∆z) + ō(

√
|∆z|)

теңдiгiн аламыз. Осыдан f(z) функциясының z0 нүктесiнде туындысының
бар болуы шығады. Жеткiлiктiлiк дәлелдендi. Қажеттiлiк бұрын дәлелден-
ген.


